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所得分布関数の推定
福井昭吾瀦
abstract
lntheestimationofincomedistributionwithgroupeddata,Itisdifficultforexistingmeth‐
odstoestimatethedensityfunctionwithoutvaluesofbounds・Inthisarticle，weshowa
methodtoestimateincomedistributionfunctionforgroupeddatawithoutthosebounds・The
boundsareexplainedbysomefunction,andtheparametersofthatfunctionandincomedis-
tributionfunctionareestimatedalltogethemThefrequencies,classmeans,anddistribution
functioncalculatedbythemethodfitwellwiththevaluesofrealdata・Therefore,themethod
isusefulforthedatawithoutbounds．
はじめに
各世帯の年間収入や消費の額がデータとして公表される場合，階級ごとに集計し度数分布表の形式を
とることが一般的である。これらデータの多くは，年間収入や消費の額を範囲ごとに区切り，階級ごと
の世帯数をカウントしている。したがって，そのデータには各階級の度数，階級の境界値（上限・下限）
が記録されており，一部は階級平均を含むこともある。一方，十分位データなど，階級の度数を固定し
て階級を区分けするものもある。そのようなデータでは，階級平均のみが示され，階級の境界値が記録
されないことがある。
階級分けされた所得データに基づいて所得分布関数を推定する場合，従来の方法では，少なくとも階
級ごとの度数，および境界の値が必要とされる。したがって，階級の境界値が記載されないデータに対
してこれらの方法を直接適用することは極めて難しい。
Chotikapanich(2007)およびHajargashtetal.(2012)では境界値がない階級別の所得データについ
て所得分布関数の推定を試みている。これらの研究では，この境界値をすべてパラメータと見なし，所
得分布関数のパラメータと同時に推定している。この手法は，直接的であり理解しやすい。しかし，実
際の推定の際にいくつかの問題が発生しうる。一般的に推定すべきパラメータが多いほど，計算にか
かる時間が増大する。特に，非線形の数値最適化ではその傾向が強い◎また，パラメータが多いと最適
解の発見が難しくなることがある。最適化の過程では数値微分などの近似計算が行われるが，近似計算
では意図しない計算誤差が発生する場合がある。パラメータが増えると，近似計算の回数も増加するた
め，この誤差が発生する可能性も高くなる。結果，最適解への到達が阻害される確率が上昇すると考え
られる。
そこで，本稿では，階級の境界値が記載されていないデータを用いて所得分布関数を推定するための，
より簡潔な方法を提示する。
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出典（総務省「家計調査｣）
表１家計調査-年間収入十分位階級別（二人以上の世帯，２０１２年１１月）
表２家計調査-年間収入十分位の境界値（二人以上の世帯，２０１２年１１月）
相対度数平均値階級
境界の位置境界値
?
????????????????
Ｉ
Ｉ
ＩＩ
ＩＶ
Ｖ
Ⅵ
ＶIＩ
ⅥＩＩ
ＩＸ
Ｘ
全体
??? ??????????????????
ＩとＩIの間
IＩとＩⅡの間
IⅡと１Ｖの間
1ＶとＶの間
ＶとＶIの間
ＶＩとＶⅡの間
Ｖ１１とＶ111の間
ＶⅡＩとＩＸの間
IＸとＸの間
対象世帯数７７８４
?
??????????????????
地域総合研究第40巻第２号(2013年）
－３２－
以下では，「家計調査」における「年間収入十分位階級別（二人以上の世帯)」の２０１２年１１月のデー
タ（表１）を用いて所得分布関数を推定する方法を考える。
所得分布関数の推定を行う前に，階級の境界値の推定について考察する。家計調査では，参考表とし
て階級の境界値が公表されている（表２)。当然ながらこれらのデータを用いれば従来の方法による推定
は可能になるが，本研究の主旨に合致しない。そこで，表１と表２のデータを使い，階級の境界値につ
推定方法
出典（総務省「家計調査｣）
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図１階級平均の平均と境界値の散布図
表３回帰式の推定結果（上段は推定値，下段はｔ値）
式(2)598.99０．９１
（110.78）（50.4）
式伽 伽‘２
-6.2×１０－７
(-16.64）
式(1)575.45
（6049）
0.85
(23.46）
－３３－
-3.14×１０－４
(-6.14）
｡’Chotikapanich(2007)では．ｍｊ,j+１を境界値を推定する際の初期値として用いている。
階級の境界は，各階級の上限と下限となるものである。当然ながら，各階級の階級平均はこれら
の境界の間に位置する。図１は，各階級の階級平均jrjについて，隣り合う階級の階級平均の平均
(ｍｉ,j+1＝(jrj＋jrj+1)/2）と階級の境界値bi,i+,について，表１と表２のデータをもとに描いた散布図
である藷'。また，階級の境界値ｂｊ,j+，と階級平均の平均ｍｉ,j+，の間に
ｂｉ,j+'＝伽十中,(ｍｉ,i+,一元）（１）
ｂｉ,i+,＝伽十′,(､i,i+,一jr)＋中2(ｍｊ,j+,－jr)２ （２）
ｂｊ,j+1＝？O＋′1(加i,i+１－r)＋中2(加i,j+1一元)2＋‘3(ｍｉ,i+１－j『)３ （３）
という３種類の式を設定し回帰分析を行った。表３はパラメータの推定値を，表４は各回帰式の残差
を示している。ここで，元は全体の平均であり，公表されている数値を用いている。これらの結果から，
隣り合う階級同士の階級平均の平均と階級の境界値との間には強い相関関係が見られる。特に，３次の
いてその特徴を捉えてみよう。
式(3)595.68１．０‐1.2×１０－４
（732.15）（176.26）（-8.73）
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表４回帰式の残差
境界の位置式(1)式(2)式(3)
Ｉと１１の間
１１とＩⅡの間
ⅡＩと１Ｖの間
1ＶとＶの間
ＶとＶIの間
ＶＩとＶ11の間
ＶIＩとＶIⅡの間
VIⅡとＩＸの間
IＸとＸの間
-19.23
-17.83
-11.07
-3.56
4.02
20.19
30.6
40.05
-43.16
14.88
-1.7
-6.49
-9.01
-10.45
-2.0
3.75
16.49
-5.47
1.017
-1.42
-0.09
0.19
-1.56
2.77
-0.31
-0.7
0.1
多項式による近似ではいずれの階級においても残差が小さく，階級の境界値を良く説明できていると考
えられる。
そこで，階級の境界値がないデー タから所得分布関数を推定する方法として，加j,i+１によりｂｊ,j+１を
説明する式h(ｍｉ,j+'）を設定し，所得分布関数のパラメー タとこの式のパラメー タを同時に推定するこ
とを試みる。階級分けされたデータによる所得分布関数の推定では，各階級の度数および階級平均を計
算するために積分
ﾉ(ず/(枕
が必要となる。その際の上限xPと下限ｘｆを
ﾉ|;胸'州
のように，事前に設定した説明式を使って計算するよう修正し，推定を行う。
３実データによる推定
所得分布関数として，一般化ベータ２分布を仮定する。一般化ベータ２分布の密度関数は
〃ｘ叩－１
ノ(x'"'６''9)＝ｗＢ(p,9){,＋(x/6)‘}p+9'ｘ＞０
である。また，６ｍ,加十,の説明式として式(3)を修正した
ｂｉ,j+1＝?0＋中,(ｍｉ,i+,－元)＋10-5×?2("j,i+,－jr)2＋10-7×中3(仰十,－jr)３
を用いる難2．
(4)
(5)
・２伊理(1985)で説明されているように．数値微分(△y/△x)を行う際，差分△ｘの値が小さすぎると計算誤差が拡大してしまう。
一部の計算ソフトウエアでは，差分△ｘの大きさが，例えば△ｘ＝１０－"ｘのように，その時点でのｘの値に応じて決まるものが
－３４－
0.98767-10.642-5.2008
1.8311×10-50.782530.10809
表５推定結果
境界値のない階級別所得データにおける所得分布関数の推定
ｂａ Ｐ ｑ
、?????
推定値1.2606233.13
漸近分散0.0756456809.6
8.8155
24.99
3.5308
1.4032
（?）↑
??????
中０ 中’ ？２ 中３
???。。。
推定値593.96
漸近分散0.23897
－３５－
??????
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所得分布関数の推定は，可能な限り多くの情報を用いるために，ＧＭＭによる方法を用いる難3°例え
ば，最尤法による所得分布関数の推定では，データとして各階級の度数のみを用いることが多い。しか
し，階級の境界がないデータでは，その分だけ情報の欠落が発生する。福井(2011)で示されるＧＭＭ
による方法では，階級の度数だけでなく，階級平均も推定の際のデータとして利用可能であり，上記の
最尤法よりも多くの情報に基づいて推定を行うことができる。
推定の初期値として，？oを全体の平均である597,？1を１，中２と申3を１０－５としている。これは，表
３の結果を参考にしている。また，最下位階級の下限を０，最上位階級の上限を3000,元を５９７とする。
表５は，パラメータの推定結果である。図２は，表５のパラメータに基づく一般化ベータ２分布の密
ある。この場合，ｘの値が小さいと△ｘの値もさらに小さくなり，数値微分の誤差が拡大する可能性がある。これは，準ニュー
トン法による最適化を行う際に大きな問題となる。
本研究の推定において，表３の結果から明らかなように．におよび？３の推定値が極めて小さな値になりうるため・最
適化の過程で数値微分に大きな誤差が発生し，解が得られない可能性がある。そこで，最初に，微分を使わない最適化手法
（Nelder-Mead法）を用いて一時的な推定値を求め．パラメー タのスケー ル調整を行った。その結果が,式(5)である。その後
式(5)を用いて，準ニュートン法による推定を試みている。
･3詳細は，福井(2011）を参照。
図２推定された一般化ベータ２分布の密度関数
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表７境界値の推定結果
表６度数．および階級平均の推定結果
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度関数である。また，表６では，度数および階級平均の実際の値と推定値を，表７は階級の境界につい
て実際の値と推定値を，それぞれ比較している。
図２および表６から明らかであるように，推定された所得分布関数は実際のデータをある程度説明で
きていると考えられる。最上位階級の階級平均については，実際の値と推定値との間の飛離が見られ
る。これは，最上位階級で上限と下限の幅が広く，階級平均の分散が大きいことが原因であると考えら
れる。
また，表７より，階級の境界についても実際の値と推定値との間の差は小さい。最も大きい境界に関
して，実際の値と推定値との間に他の境界よりも大きな差が見られる。これは，最上位階級の階級平均
における飛離と同様の理由に基づく。
境界の位置 境界値
推定値実際の値
Ｉと１１の間
Ⅱと111の間
IⅡと１Ｖの間
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1022.9
境界値のない階級別所得データにおける所得分布関数の推定
４まとめ
各世帯の年間収入や消費額のデータは，階級ごとに集計され公表されることが多い。日本の公的機関
によって公表されるデータのほとんどは，各階級の境界について明示されている。しかし，他の国で公
表されるデータなどでは，各階級の境界が記録されていないものも存在する。それらのデータを用いて
所得分布を推定する場合，本研究の方法が有用となりうる。また，提示した方法は所得分布の形状およ
び境界の値について，一定の説明力を持つものであり，意義のある手法であるといえる。
今後は，階級の境界がない他のデータに対して推定を行い，推定方法の改良などを試みる。
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